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1 問題

1.(X.M)を可測空間，各 n ∈ Nに対して，An ∈ Mかつµ(An) = 0であるとき，µ(
∞∪

n=1

An) = 0を示せ．

2. µを数え上げ測度とした測度空間 (N, 2N, µ) を考える．An ⊃ An+1 (n ∈ N) であるが，µ(
n∩

k=1

An) =

lim
n→∞

µ(An)とはならない例を挙げよ．

3. X を空でない集合,Λを添字集合とし，Γλを X 上の外測度とする．A ∈ 2Xに対して，

Γ(A) = sup
λ∈Λ

Γλ(A)と置くと，Γは X 上の外測度となることを示せ．

4.(像測度)(X,M, µ)を測度空間，Yを空でない集合，φ : X → Y とする．

(1)G = {E ⊂ Y | ϕ−1(E) ∈ M}は Y 上のσ加法族となることを示せ.

(2)E ∈ G に対して，ν(E) = µ(ϕ−1(E))と定める．この時，νは (Y,G)上の測度であることを示せ．

5.測度空間 (R,B(R), µ)が有限，つまり，µ(R) < ∞であるとする．但し，B は Borelσ加法族とする．R上の
関数 F を

F (x) = µ((−∞, x]), (x ∈ R)

により定める．

(1)F は R上非減少かつ右連続であることを示せ．但し，F が R上非減少かつ右連続であるとは，lim
λ↓0

F (x +

λ) = F (x)が任意の x ∈ Rに対して成り立つことである．
(2)点 x0 ∈ Rにおいて，µ({x0}) = 0であるための必要十分条件は F が x0で連続であることを示せ．
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2 解答

2.1

1.(X.M)を可測空間，各 n ∈ Nに対して，An ∈ Mかつµ(An) = 0であるとき，µ(
∞∪

n=1

An) = 0を示せ．

解答

測度の可算加法性より，

µ(

∞∪
n=1

An) ≤
∞∑

n=1

µ(An) = 0

2.2

2. µを数え上げ測度とした測度空間 (N, 2N, µ) を考える．An ⊃ An+1 (n ∈ N) であるが，µ(
n∩

k=1

An) =

lim
n→∞

µ(An)とはならない例を挙げよ．

解答

An = {n, n+ 1, · · · }と置くと，An ⊃ An+1であり，µ(An) = +∞,故に lim
n→∞

µ(An) = +∞

一方，
∞∩

n=1

An = ∅より，µ(
∞∩

n=1

An) = µ(∅) = 0

故に，
∞∩

n=1

An ̸= lim
n→∞

µ(An)

2.3

3. X を空でない集合,Λを添字集合とし，Γλを X 上の外測度とする．A ∈ 2Xに対して，

Γ(A) = sup
λ∈Λ

Γλ(A)と置くと，Γは X 上の外測度となることを示せ．

解答

Γ が外測度の 3つの性質を確認する．（証明の段階で，Γλ が外測度であることをうまく使う．）

(i)Γ(∅) = 0

(ii)(単調性) A ⊂ B ならば，Γ(A) ≤ Γ(B)

(iii)(可算劣加法性) Γ(

∞∪
n=1

An) ≤
∞∑

n=1

Γ(An)

Proof. (i)ε > 0を任意にとる．各λ ∈ Λに対し, 0 ≤ Γλ(∅) = 0 < ε.

故に，各 Λ上λについて，supをとれば,0 ≤ Γ(∅) < ε,

εは任意より，Γ(∅) = 0
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(ii)A,B ∈ 2X，A ⊂ B とする．各λ ∈ Λに対し，

Γλ(A) ≤ Γλ(B) ≤ sup
λ∈Λ

Γλ(B) = Γ(B)

最右辺Γ(B)はλ ∈ Λに依らないので，最左辺のλについてsupをとればΓ(A) ≤ Γ(B)

(iii){An}∞n=1 ⊂ 2Xとし，各λ ∈ Λに対し，Γの定義に注意すると

Γλ(

∞∪
n=1

An) ≤
∞∑

n=1

Γλ(An) (∴ 外測度Γλの可算劣加法性)

≤
∞∑

n=1

sup
λ∈Λ

Γλ(An)

=

∞∑
n=1

Γ(An) (∴ Γの定義)

最左辺の λについて，supをとれば，

Γ(

∞∪
n=1

An) ≤
∞∑

n=1

Γ(An)

以上 (i)(ii)(iii)より，Γ が外測度であることがわかった．

2.4

4.(像測度)(X,M, µ)を測度空間，Yを空でない集合，φ : X → Y とする．

(1)G = {E ⊂ Y | φ−1(E) ∈ M}は Y 上のσ加法族となることを示せ.

(2)E ∈ G に対して，ν(E) = µ(φ−1(E))と定める．この時，νは (Y,G)上の測度であることを示せ．

解答．

（1）

Proof. G がσ加法族の 3つの性質を満たしているか調べる．

(i)φ−1(∅) = ∅ ∈ Mより，∅ ∈ G
(ii)E ∈ G とすると，φ−1(Ec) = (φ−1(E))c

∵ x ∈ φ−1(Ec) ⇔ φ(x) ∈ Ec ⇔ φ(x) ̸∈ E ⇔ x ̸∈ φ(E) ⇔ x ∈ (φ(E))c

φ−1(E) ∈ Mより，その補集合もMに入る．(φ−1(E))c ∈ M
∴ Ec ∈ G
(iii)An ∈ G, n ∈ Nとする．

φ−1(

∞∪
n=1

An) =

∞∪
n=1

φ−1(An) ∈ M (∵ φ−1(An) ∈ Mであり，Mはσ加法族)

よって，
n∪

k=1

∈ G

以上から，G は Y 上のσ加法族
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（2）ν が測度の二つの性質を満たすか調べる．

(i)µ(∅) = 0

(ii)(測度の完全可算加法性)En ∩ Em = ∅ (n ̸= m)であるならば，ν(
∞∪

n=1

En) =

∞∑
n=1

ν(En)

Proof. (i) ν(∅) = µ(φc(∅)) = µ(∅) = 0

(ii)En ∈ G, n ∈ N，En ∩ Em = ∅ (n ̸= m)とする．

ν(

∞∪
n=1

En) = µ(φ−1(

∞∪
n=1

En)) = µ(

∞∪
n=1

φ−1(En))

ここで，En ∩ Em = ∅ (n ̸= m)より

µ(

∞∪
n=1

φ−1(En)) =

∞∑
n=1

µ(φ−1(En)) =

∞∑
n=1

ν(En)

2.5

5.測度空間 (R,B(R), µ)が有限，つまり，µ(R) < ∞であるとする．但し，B は Borelσ加法族とする．R上の
関数 F を

F (x) = µ((−∞, x]), (x ∈ R)

により定める．

(1)F は R上非減少かつ右連続であることを示せ．但し，F が R上非減少かつ右連続であるとは，lim
λ↓0

F (x +

λ) = F (x)が任意の x ∈ Rに対して成り立つことである．
(2)点 x0 ∈ Rにおいて，µ({x0}) = 0であるための必要十分条件は F が x0で連続であることを示せ．

解答.

Proof. (1) 単調性 : 　 x′ > xの時，(−∞, x] ⊂ (−∞, x′]より，測度の単調性から

F (x) = µ((−∞, x])

≤ µ((−∞, x′])

= F (x′)

F (x) ≤ F (x′)より，単調性がわかった．

4



右連続性: まず， lim
n→∞

F (x+
1

n
) = F (x)を示す.

An = (−∞+ 1
n ]と置くと，An ⊃ An+1であり，

∞∩
n=1

An = (−∞, x]

µ(R) < ∞より，単調減少列に対する測度の連続性が成り立つ．

F (x) = µ((−∞, x]) = µ(

∞∩
n=1

An) = lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

F (x+
1

n
)

ε > 0を任意にとる．この時，ある Nε ∈ Nが存在して，0 ≤ F (x+ 1
Nε

) < εとかける．

故に，0 < λ < 1
Nε
ならば，F の単調性より，

0 ≤ F (x+ λ)− F (x) ≤ F (x+
1

Nε
)− F (x) < ε

したがって，F は右連続である．

(2)

Proof. δ > 0に対して，µの完全加法性と，問題の仮定µ(R) < ∞より，

F (x0)− F (x0 − δ) = µ((−∞, x0])− µ((−∞, x0 − δ]) = µ((x0 − δ, x0])

ここで δ ↓ 0の時，(x0 − δ, x0] → {x0}であるから，単調減少列に対する測度の連続性より，

lim
δ↓0

(F (x0)− F (x0 − δ)) = µ({x0})

Fの右連続性と合わせて，

F が x0で連続　⇔ lim
δ↓0

(F (x0)− F (x0 − δ)) = 0

⇔ µ({x0}) = 0
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