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1 問題

1.(X.M)を可測空間，f，gを (M,B(R))−可測とする．f ∧ g, f ∨ gが (M,B(R))−可測であることを示せ．

2. (X,Mj), (Y,Bl), (j = 1, 2)を可測空間とし，M1 ⊂ M2,B1 ⊂ B2とする．f : X → Y が (M1,B2)−可測
であるならば (M2,B1)−可測であることを示せ．

3. (X,M)を可測空間とする．{fn}∞n=1を X 上の R値関数列とし，．各 fnは (M,B(R))−可測とする.また，

(1) A1 = {x ∈ X | lim
n→∞

fn(x)が Rに存在する }はM−可測集合であることを示せ．
(2) A2 = {x ∈ X | lim

n→∞
fn(x) = ∞}はM−可測集合であることを示せ．

(3) A = {x ∈ X | lim
n→∞

fn(x)がRに存在する }はM−可測集合であることを示せ．(R = R ∪ {±∞}である
ことに注意せよ．)

4.(N, 2N, µ)を数え上げ測度 µの測度空間とする．

(1)任意の関数 f : N → Cは 2N −可測であることを示せ.

(2)関数 f : N → Cがµ−可積分であるとき,
∫
N f(x)µ(dx)はどのようなものか．必要ならば ak = f(k)と置

いて考察せよ．

Recall:積分の定義

一般に非負M−可測関数 f に対して，
∫
X
fdµ := limn→∞

∫
X
fndµ．ここで，関数列の条件として {fn}∞n=1

は非負単関数列で，∀x ∈ X に対し，fn(x) ≤ fn+1(x)かつ limn→∞ fn(x) = f(x)を満たしている．
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2 解答

2.1

1.(X.M)を可測空間，f，gを (M,B(R))−可測とする．f ∧ g, f ∨ gが (M,B(R))−可測であることを示せ．

答.

a ∈ Rに対し，

{x ∈ X | (f ∧ g)(x) > a} = {x ∈ X | f(x) > a} ∩ {x ∈ X | g(x) > a}

及び，
{x ∈ X | (f ∨ g)(x) > a} = {x ∈ X | f(x) > a} ∪ {x ∈ X | g(x) > a}

から,f, g が (M,B(R)) −可測であるならば命題 4.1（可測関数の同値な条件）から，f ∧ g, f ∨ g もそうであ

る．

2.2

2.(X,Mj), (Y,Bl), (j = 1, 2)を可測空間とし，M1 ⊂ M2,B1 ⊂ B2とする．f : X → Y が (M1,B2)−可測
であるならば (M2,B1)−可測であることを示せ．

解答.

Proof. 任意の B ∈ B1に対して，B ∈ B2であるので

f−1(B) ∈ M1 ∴ f−1(B) ∈ M2

これにより，f は可測関数の定義を満たし，(M2,B1)−可測である．

(復習　定義 4.1 可測関数)

(X,M)，(Y,B)を可測空間とする．（M,B はσ加法族）

関数 f が (M,B)−可測であるとは，任意の A ∈ B に対して，f−1(A) ∈ Mが成り立つことである．(つまり

可測集合の逆像も可測集合となるような関数 f である)

2.3

3.(X,M)を可測空間とする．{fn}∞n=1を X 上の R値関数列とし，．各 fnは (M,B(R))−可測とする.また，

(1) A1 = {x ∈ X | lim
n→∞

fn(x)が Rに存在する }はM−可測集合であることを示せ．
(2) A2 = {x ∈ X | lim

n→∞
fn(x) = ∞}はM−可測集合であることを示せ．

(3) A = {x ∈ X | lim
n→∞

fn(x)がRに存在する }はM−可測集合であることを示せ．(R = R ∪ {±∞}である
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ことに注意せよ．)

解答.

(1)

lim
n→∞

fn(x)が Rに存在する⇔ {fn(x)}∞n=1が Rの Cauchy列

⇔ 任意の k ∈ Nに対し，ある Nk ∈ Nが存在して，|fn(x)− fm(x)| < 1

k
(n.m ≥ Nk)

よって，A1 =

∞∩
k=1

∞∪
l=1

∩
n,m≥l

{x ∈ X | |fn(x)− fm(x)| < 1

k
}

とかける．

{x ∈ X | |fn(x)− fm(x)| < 1
k}について，可測関数の差，絶対値は可測関数であり，これはM−可測集合．

σ加法族の性質から，可測集合の高々可算個の和及び共通部分もまた可測集合なので A1はM−可測集合であ
る.

(2)

lim
n→∞

fn(x) = +∞ ⇔ 任意の k に対して，ある Nkが存在して，fn(k) ≥ k (n ≥ k)

よって，A2 =

∞∩
k=1

∞∪
l=1

∞∩
n≥l

{x ∈ X | fn(x) ≥ k}

（1）と同様に　 {x ∈ X | fn(x) ≥ k}はM−可測集合．なので A2も可測集合．

(3)

A3 = {x ∈ X | lim
n→∞

fn(x) = −∞}とおけば，

A3 =

∞∩
k=1

∞∪
l=1

∞∩
n≥l

{x ∈ X | fn(x) ≤ −k}

A1A2と同様にこれは A3はM−可測集合である.

A = A1 ∪A2 ∪A3であり，可測集合の可算和は可測集合なので，A ∈ M

2.4

4.(N, 2N, µ)を数え上げ測度 µの測度空間とする．

(1)任意の関数 f : N → Cは 2N −可測であることを示せ.

(2)関数 f : N → Cがµ−可積分であるとき,
∫
N f(x)µ(dx)はどのようなものか．必要ならば ak = f(k)と置

いて考察せよ．

Recall:積分の定義

一般に非負M−可測関数 f に対して，
∫
X
fdµ := limn→∞

∫
X
fndµ．ここで，関数列の条件として {fn}∞n=1

は非負単関数列で，∀x ∈ X に対し，fn(x) ≤ fn+1(x)かつ limn→∞ fn(x) = f(x)を満たしている．

解答

(1)∀B ∈ B(C)に対して, f−1(B)は Nの部分集合より，f−1(B) ∈ 2X ∴ f は 2X −可測
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(2)
∫
N f(x)µ(dx) = lim

n→∞

n∑
k=1

akである．

Proof. f が非負値関数とする．n ∈ Nに対して，

fn(m) =

n∑
k=1

akχ{k}(m) ∀m ∈ N

とおく．

fn : N → [0,∞)は単関数．また，各m ∈ Nについて，　 fn(m) ≤ fn+1(m)であり，

lim
n→∞

fn(m) = f(m) (fnの定義により，m = k（つまりm ∈ {k}）のときしか fn(m)は値を持たない．)

よって，
∫
N
fdµ = lim

n→∞

∫
N
fndµ = lim

n→∞

n∑
k=1

akµ({k})

今，µは数え上げ測度より，µ({k}) = 1なので∫
N
f(x)µ(dx) =

∫
N
fdµ = lim

n→∞

n∑
k=1

ak

4


	ÌäÂê
	²òÅú
	
	
	
	


