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概 要

Hilbert 空間上の有界線型作用素全体から成る空間の閉部分空間を C∗-環 といい, AF 環は有限次元
C∗-環により近似される C∗-環のことです. C∗-環の元を成分とする行列の射影全体をある同値関係で割
り, これを拡張したものを K0−群といい, AF環はこの K0−群により完全に分類されます.

以下, 係数体は C とする. N0 = Z≥0 とかく.

1 C∗-環の性質

定義 1.1. Hilbert空間H 上の有界線型作用素全体のなす空間 B(H)の共役, 積について閉じた閉部分ベク

トル空間のことを C∗-環という.

• 共役は行列でいう随伴行列のこと.

• 一般に C∗-環は単位元を持つとは限らないが, 今回は C∗-環といったときには単位元をもつとする.

• 単位元を持つとしても, idH とは限らない. 例えば pを射影としたとき, C∗-環 pB(H)pの単位元は p

である.

• C∗-環の本来の定義はつぎのようなものである. Banach空間 Aが次の (1) ∼ (4)を満たすとき, C∗-

環という.

– (1)A2 → A (a, b) 7→ abが定まっており連続で, 結合律を満たす.

– (2)∀a, b ∈ A, ||ab|| ≤ ||a||||b||.

– (3)(対合)共役線型写像 ∗ : A→ A, a 7→ a∗で, a∗∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗ (a, b ∈ A)を満たすものを

持つ.

– (4)(C∗ 条件)||x∗x|| = ||x||2.

• (Gelfand-Naimarkの定理)この定義で任意のC∗-環に対してあるヒルベルト空間Hが存在して, B(H)

への単射が存在する.

• 準同型定理と後で述べる単射ならば等長から上の包含写像の像が C∗-環になっていることが分かる.

• (Neumann級数)||1− a|| < 1ならば, aは可逆で a−1 =
∑∞
k=0(1− a)k となる (1− xn の因数分解).

• uが部分等長 ⇔
def

||u(x)|| = ||x||(x ∈ (Ker(u))⊥) ⇔ u∗uが射影 ⇔ uu∗u = u.

• uu∗u = u ⇔ u∗uu∗ = u∗ なので, 上の同値条件で uと u∗ を入れ替えたものも成り立つ.

定義 1.2. A, B を C∗-環とする. 複素線形写像 T : A → B が積と共役を保つとき, 準同型という. さら

に, T が全単射であるとき, Aと B は同型であるという.
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• C∗-環から C∗-環への準同型は norm-decreasing(||Tu|| ≤ ||u||)である.

• C∗-環から C∗-環への単射準同型は等長（つまり, ||Tu|| = ||u||）である.

• 任意の有限次元 C∗-環 Aに対して, ある n1, n2, . . ., nk が存在して, AはMn1(C) ⊕ · · · ⊕Mnk
(C)

と同型である.

次の定理はこの C∗-環の定義だとよく分からないが, C(Ω)はノルムを ||f ||∞ := supx∈Ω |f(x)|, 共役を
複素共役と定めることで C∗-環になる.

定理 1.3. 任意の可換 C∗-環 Aに対して, あるコンパクトハウスドルフ空間 Ωが存在して, Aは C(Ω)と

同型になる. a 7→ âと書く.

• C∗-環が単位元を持たないときでも, ある局所コンパクトハウスドルフ空間Ωが存在して, AはC0(Ω)

と同型になる. ただし, C0(Ω) = {f ∈ C(Ω)|∀ϵ > 0, {ω ∈ Ω||f(ω)| ≥ 0}がコンパクト }である.

定義 1.4. · a ∈ Aに対し,

σ(a) := σA(a) := {λ ∈ C|λ1− a :可逆でない }
と定め, これを a ∈ Aのスペクトルという.

• 固有値の一般化である.

• 一般にスペクトルと固有値 (i.e. ker(λ1− a) ̸= 0)は一致しない.

• â(Ω) = σ(a).

• pが射影 ⇔ σ(p) ⊆ {0, 1}.

• pが射影のとき, p̂は定義関数である.

例 1. (Cb(Ω))

Ω :コンパクトハウスドルフ空間.

Cb(Ω) := {f ∈ C(Ω)|有界 }, ||f ||∞ := supx∈Ω |f(x)|
和, 積:pointwise, 可換, 単位元を持つ, C∗-環.

σ(f) = Im(f).

例 2. Mn(C)
作用素ノルムに関して C∗-環.

2 K0−群
定義 2.1. Aを C∗-環とする.

P [A] :=
∪∞
n=1{p ∈Mn(A)|射影 }.

• p ∈Mn(A)が射影とは pが p = p∗ = p2 を満たすことである.

定義 2.2. p, q ∈ P [A]に対して,

• p ∼ q ⇔ ある A成分行列 uが存在して, p = u∗u, q = uu∗,

• p ≈ q ⇔ ある n ∈ Nが存在して, 1n ⊕ p ∼ 1n ⊕ q,
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と定めると, どちらも同値関係を定める. 　K0(A)
+
:= P [A]/≈　と定めると, [p] + [q] := [p⊕ q]により,

半群 (i.e. 2項演算, 結合律)になる.

p, q, r, p′, q′ ∈ P [A]のとき, 次が成り立つ,

• p ∼ p′, q ∼ q′ ⇒ p⊕ q ∼ p′ ⊕ q′.

• p⊕ q ∼ q ⊕ p.

• pq = 0 ⇒ p+ q ∼ p⊕ q.

• ||p− q|| < 1　⇒　 p ∼ q.

• (消約性)[p] + [q] = [p] + [r] ⇒ [q] = [r] (∵ [1n − p]⊕ [p] = [1n]).

N0 から Zを構成するのと同じ方法でK0(A)
+ からK0(A)を構成する.

N を消約的可換半群とする. (x, z), (y, t) ∈ N ×N に対し, (x, z) ∼ (y, t) ⇔ x+ t = y + zにより同値

関係を定める. この同値類全体を G(N)と書き, グロタンディーク群という.

• x 7→ [x, 0]により, N を G(N)の部分群とみなす.

• G(N) = {x− y|x, y ∈ N}.

• N から可換群 Gへの準同型は G(N)から Gへの準同型に一意に拡張される.

定義 2.3. • K0(A)
+ のグロタンディーク群をK0(A)と定める.

• C∗-環 A, B 間の準同型 φに対して, φ∗ : K0(A) → K0(B)を φ∗[p] = [φ(p)](p ∈ P [A])を満たすも

のとして定める.

φ : A→ B, ψ : B → C を C∗-環間の単位元を保つ準同型とする.

• φ∗ は一意で well-definedである.

• (ψφ)∗ = ψ∗φ∗, (idA)∗ = idK0(A).

• K0(A)⊕K0(B) ∼= K0(A⊕B).

例 3. A = Cのとき, (K0(A)
+
, K0(A)) = (N0, Z)となる.

p ≈ q ⇔ rank(p) = rank(q)を用いる (ヒント : Tr(uu∗) = Tr(u∗u) ).

例 4. H を可分無限次元 Hilbert空間とする. A = B(H)とする. (K0(A)
+
, K0(A)) = (N0 ∪ {∞}, 0)とな

る.

p ≈ q ⇔ rank(p) = rank(q)が無限次元でも成り立つことを用いる (実は一般の濃度について成り立つ ).

3 AF環の分類

定義 3.1. C∗-環 Aが, Aの単位元を持つAの有限次元部分 C∗-環の増大列 {An}で
∪∞
n=1Anが A内で稠

密なものを持つとき AF環という.

結局包含写像になるため, 有限次元部分 C∗-環の帰納極限として定義してもよい.

例 5. Mn(C).
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例 6. 可分 Hilbert空間H 上のコンパクト作用素全体のなす空間K(H).

{en}をH 正規直交基底とし, pn　 ∈ B(H)を span{e1, . . . , en}への射影とするとき,
∪∞
n=1 pnB(H)pnは

K(H)内で稠密.

A, B を AF環とする.

• φk : Ak → Ak+1, φ
k : Ak → Aを包含写像とする. 準同型 ψk : Ak → Bが ψk = ψk+1 ◦ φk を満たす

とすると, 次の図式を可換にする準同型 ψ : A→ B が一意に存在する.

Ak
φk

~~}}
}}
}}
}} ψk

  A
AA

AA
AA

A

A
ψ // B

• (stably finite)n ∈ N, u ∈Mn(A), u
∗u = 1 ⇒ uu∗ = 1.

定義 3.2. (G, ≤)が次の (1) ∼ (3)を満たすとき, 半順序群という.

(1)Gは可換群, ≤ は G上の半順序.

(2)G+ = {x ∈ G|x ≥ 0}とすると, G = G+ −G+.

(3)x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z.

半順序は反射律 (x ≥ x), 推移律 (x ≥ y, y ≥ z ⇒ x ≥ z), 反対称律 (x ≥ y, y ≥ x⇒ x = y)を満たすも

のである.

次の定理から, [p], [q] ∈ K0(A)に対して, [p] ≤ [q] ⇔ [q]− [p] ∈ K0(A)
+ と定めると, これはK0(A)上

の半順序を定めることが分かる. つまり, 反対称律が非自明.

定理 3.3. Aを AF環とすると, K0(A)
+ ∩ (−K0(A)

+
) = 0.

([p] = −[q], p⊕ q ⊕ 1n ∼ 1n に対して, stably finiteを使う.)

定義 3.4. φを半順序群 G1, G2 の間の準同型とする.

• φ(G1
+) ⊆ G2

+ であるとき, φを正値という.

• φが全単射かつ φ−1 も正値であるとき, φを順序同型写像といい, G1, G2 を順序同型という.

補題 3.5. Aを C∗-環とし, p1, . . . , pk, q ∈ P [A]が q ∼ p1 ⊕ · · · ⊕ pk を満たすとする. このとき, 射影

q1, . . . , qk ∈ Aで互いに直交して, qi ∼ pi, q = q1 + · · · , +qk であるものが存在する.

Proof. A成分行列 wで w∗w = q, ww∗ = p1 ⊕ · · · ⊕ pk となるものが存在する.

w =


w1

...

wn


とかく. すると, w∗w =

∑n
i=1 wi

∗wi,

ww∗ =


w1w1

∗ · · · w1wn
∗

...
...

wnw1
∗ · · · wnwn

∗


となる. よって, pi = wiwi

∗, wiwj
∗ = 0 (i ̸= j)となる.

qi = wi
∗wi とおくと, wi が部分等長なことから qi は射影になる. qiqj = wi

∗(wiwj
∗)wj = 0 (i ̸= j),

qi ∼ pi, q = q1 + · · · , +qk より, qi は求めるものである.
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定義 3.6. A = Mn1
(C) ⊕ · · · ⊕Mnk

(C)に対し, eli j , e
l ∈ AをそれぞれMnk

(C)の標準基底, 単位元に対

応するものとする.

定理 3.7. A =Mn1
(C)⊕ · · · ⊕Mnk

(C)とすると,

τ : Zk → K0(A), (m1, . . . , mk) 7→
k∑
l=1

ml[e
l
1 1]

は順序同型である.

Proof. K0(A)⊕K0(B) ∼= K0(A⊕B)と例 3より, 成立する.

系 3.7.1. A を 0 でない有限次元 C∗-環 とすると, ある x1, . . . , xk ∈ K0(A) が存在して, K0(A)
+

=

N0x1 + · · ·+ N0xk となる.

次の定理は初めの主張の証明の核になる定理であり, 図 1を図 2に移すときに使う.

定理 3.8. A, B を 0でない有限次元 C∗-環とする.

(1)τ : K0(A) → K0(B)を τ([1A]) = [1B ]を満たす正値準同型とすると, ある単位元を保つ準同型φ : A→ B

が存在して, φ∗ = τ となる.

(2)φ, ψ : A → B を単位元を保つ準同型とする. このとき, φ∗ = ψ∗ ⇔ あるユニタリ u ∈ B が存在して,

ψ = (Adu)φとなる. ただし, (Adu)(a) = uau∗ である.

Proof. (1) (p ≈ q ⇔ rank(p) = rank(q)であるので, eli j の行き先を考えればよい.)

τ は正値なので, ∃ pl ∈ P [B], τ([el]) = [pl].

[p1 ⊕ · · · ⊕ pk] = τ(
k∑
l=1

[el]) = τ(1A) = 1B .

よって, 補題 3.5より, ∃ q1, . . . , qk ∈ B, 互いに直交, qi ∼ pi, q = q1 + · · · , +qk.
∃ pl11 ∈ P [B], τ([el11]) = [pl11]. よって,

nl[p
l
11] = τ(nl[e

l
11]) = τ([el]) = [pl].

よって, 補題 3.5より, ∃ ql11, . . . , qlnlnl
∈ B, 互いに直交, qljj ∼ pl11, q = ql11 + · · · , +qlnlnl

.

qljj ∼ ql11より, ∃ulj ∈ B s.t. qljj = ulj(u
l
j)

∗, ql11 = (ulj)
∗ulj . q

l
ij = uli(u

l
j)

∗とすると, (qlij)
∗ = qlji, q

l
ijq

l
jm =

δinq
l
ij (uが部分等長を使う ). 線形写像 φ : A→ Bで φ(elij) = qlij を満たすものが存在し, 単位元を保つ準

同型である. K0(A)は [e111], . . . , [e
k
11]を生成し, φ∗([e

l
11]) = [ql11] = τ([el11])なので, φ∗ = τ .

(2) ⇐)(Ad)∗ = idより成り立つ.

⇒)plij = φ(elij), q
l
ij = ψ(elij)とおく, plij ∼ qlij より, ∃ul ∈ B s.t. plij = ul

∗ul, q
l
ij = ulul

∗.

u =

k∑
l=1

nl∑
i=1

qli1ulp
l
1i

とおくと, これはユニタリで u ∈ B で uplij = qlijuある. ψ(elij) = (Adu)φ(elij)なので, ψ = (Adu)φとな

る.

補題 3.9. p. qを C∗-環 Aの射影とする. u ∈ Aで ||p− u∗u||, ||q − uu∗|| < 1で u = qupとなるものがあ

れば, p ∼ qである.

Proof. C∗-環 pApの単位元は pなので, u∗uは pAp内で可逆. 同様にして, uu∗ は qAq 内で可逆. z =

|u|−1 ∈ pApとし, w = uzとおく (|u| =
√
u∗u, 定理 1.3を使う). w∗w = zu∗uz = z|u|2z = p. uu∗ww∗ =

uu∗uzzu∗ = uu∗ となるので, ww∗ = q.
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次の補題は図 1を可換になるように取るときに必要になる.

補題 3.10. Aを AF環とする. このとき, 次が成り立つ.

(1)p ∈ P [A]ならば, ある k ∈ N, q ∈ P [Ak]が存在して, [p]A = [q]A となる.

(2)k ∈ N, p, q ∈ P [Ak], [p]A = [q]A とすると, あるm > kが存在して, [p]Am = [q]Am となる.

Proof. p, q ∈Mn(A), ||p− q|| < 1 ⇒ p ∼ qと
∪∞
n=1An = A, 補̇題 3.9からわかる.

補題 3.11. A, B, C を AF環, Aは有限次元とする. τ : K0(A) → K0(C), ρ : K0(B) → K0(C)を正値準

同型で τ(K0(A)
+
) ⊆ K0(B)とすると, 正値準同型 τ ′ : K0(A) → K0(B)で ρτ ′ = τ を満たすものが存在

する.

この補題から, φn : An → Aを包含写像とするとき, K0(A) =
∪∞
n=1 φ

n
∗ (K0(An))となることが分かる.

定理 3.12 (Elliot). A, Bを AF環, τ をK0(A)からK0(B)への順序同型で τ([1A]) = [1B]とする. この

とき, Aから Bへの同型 φが存在して, φ∗ = τ .

Proof.
∪∞
n=1An = A,

∪∞
n=1Bn = B とし, φn : An → A, ψn : Bn → B を包含写像とする. ρ = τ−1 と

する.

補題 3.10から, K0(A) =
∪∞
n=1 φ

n
∗ (K0(An)), K0(B) =

∪∞
n=1 ψ

n
∗ (K0(Bn))

n1 = 1とおく. 系 3.7.1より, ある x1, . . . , xk が存在して, K0(An1)
+ = N0x1, . . . , N0xk となる. 従っ

て, τφn∗ (K0(An1)
+) = τφn∗ (x1), . . . , τφ

n1
∗ (xk)となる. K0(B)+ は単調増大列 {ψn∗ (K0(Bm)+)}の和集合

で表されるので, あるm > n1が存在して, τφn∗ (K0(An1
)+) ⊆ ψn∗ (K0(Bm)+)とできる. よって, 補題 3.11

ある正値準同型 τ̃ : K0(An1) → K0(Bm)で次を可換にするものが存在する.

K0(An1
)

φ
n1
∗−−−−→ K0(A)

τ̃

y τ

y
K0(Bm)

ψm
∗−−−−→ K0(B)

τ̃ [1A] = [e]Bm とすると, [e]B = ψm∗ [e]Bm = τφn1
∗ [1A] = [1B ]B となる. 従って, 補題 3.10 (2)より, ある

m1 > mが存在して, [e]Bm1
= [1B ]Bm1

とできる. ψ̃ : Bm → Bm1 を包含写像とし, τ1 = ψ̃∗τ̃ とおく. τ1

は単位元を保つ正値準同型になり, 次の図式は可換になる.

K0(An1)
φ

n1
∗−−−−→ K0(A)

τ1

y τ

y
K0(Bm1)

ψ
m1
∗−−−−→ K0(B).

ρψm1
∗ に同様の議論を適用することにより, ある n > m1と正値準同型 ρ̃ : K0(Bm1) → K0(An)で次の図式

を可換にするものが存在する.

K0(Bm1)
ψ

m1
∗−−−−→ K0(B)

ρ̃

y ρ

y
K0(An)

ψ
m1
∗−−−−→ K0(A).

ある p1, . . . pk ∈ P [An1 ], q1, . . . qk ∈ P [An] が存在して, xj = [pj ]An1
, ρ̃τ1(xj) = [qj ]An となる.

φn∗
˜rhotau1 = ρψm1

∗ τ1 = ρτφn1
∗ = φn1

∗ より, [pj ]A = [qj ]A となる. 従って, 補題 3.10 (2) より, ある

n2 > nが存在して, P [An2 ]が p1, . . . pk及び q1, . . . qkを含み, [pj ]An2
= [qj ]An2

となる. φ̃ : An → An2 を
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包含写像とし, ρ1 = φ̃∗τ̃ とおく. すると, 次の図式は可換になる.

K0(Bm1)
ψ

m1
∗−−−−→ K0(B)

ρ1
y ρ

y
K0(An2)

φ
n2
∗−−−−→ K0(A).

φ1 : An1 → An2 を包含写像とすると, 各 j に対して, ρ1τ1(xj) = φ̃∗τ̃ τ
1(xj) = φ̃∗[qj ]An = [qj ]An2

=

[pj ]An2
= φ1∗[pj ]An1

= φ1∗(xj)となるので, ρ1τ1 = φ1∗ となる.

同様にして帰納的にn1 < m1 < n2 < m2 < . . .と正値準同型 τk : K0(Ank
) → K0(Bmk

), ρk : K0(Bmk
) →

K0(Ank
)で次の 2つの図式

K0(Ank
)

φ
nk
∗−−−−→ K0(A)

τk

y τ

y
K0(Bmk

)
ψ

mk
∗−−−−→ K0(B),

K0(Bmk
)

ψ
mk
∗−−−−→ K0(B)

ρk
y ρ

y
K0(Ank+1

)
φ

nk+1
∗−−−−→ K0(A)

を可換にし, ρkτk = φk∗, τ
k+1ρk = ψk∗となるものが存在する. ただし, φk : Ank

→ Ank+1
, ψk : Bmk

→
Bmk+1

を包含写像とする. τ1 が単位元を保つことと ρkτk = φk∗, τ
k+1ρk = ψk∗ より, 帰納的に τk, ρk が

単位元を保つことが分かる.

(こんな感じになる.)

K0(An1)
φ1∗ //

τ1

&&LL
LLL

LLL
LL

K0(An2)
φ2∗ //

τ2

&&LL
LLL

LLL
LL

K0(An3) // . . . // K0(A)

τ

��
K0(Bm1)

ψ1∗ //

ρ1
88rrrrrrrrrr

K0(Bm2)
ψ2∗ //

ρ2
88rrrrrrrrrr

. . . // K0(B)

ρ

OO

図 1: 長い可換図式

定理 3.8より, ある単位元を保つ準同型α1 : An1 → Bm1 , β
1 : Bm1 → An2が存在して, α1

∗ = τ1, β1
∗ = ρ1

となる. (β1α1)∗ = ρ1τ1 = φ1∗となるので, あるユニタリなAn2 の元 uが存在して, (Adu)β1α1 = φ1とな

る. (Adu)∗ = idなので, 必要なら β1 を (Adu)β1 にすることで, β1α1 = φ1 としてよい. 同様にして, 単

位元を保つ準同型 αk : Ank
→ Bmk

, βk : Bmk
→ Ank+1

で αk∗ = τk, βk∗ = ρk, βkαk = φk, α
k+1βk = ψk

となるものがとれる.

a ∈ Ank
に対して, αk(a) = αk+1(a)である. これは αk(a) = ψkα

k(a) = αk+1βkαk(a) = αk+1φk(a) =

αk+1(a)から従う.

A′ =
∪
k Ank

とする. φ : A′ → B を a ∈ Ank
に対し, φ(a) = αk(a)により定めるとこれは well-defined

になる. 各 αk は norm-deceasingな準同型なので, φも norm-deceasingな準同型になる. A′ は Aで稠密

なので A上に一意に拡張できて, これを φと置き直す. 同̇様にして, 準同型 ψ : B → Aで b ∈ Bmk
に対し

ψ(b) = βk(b)となるものがとれる.

a ∈ Ank
に対し, ψφ(a) = βkαk(a) = φk(a) = aとなるので, ψφ = idとなる. 同様にして, φψ = idと

なる. よって, φは同型写像である.
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An1

φ1 //

α1

""E
EE

EE
EE

E
An2

φ2 //

α2

""E
EE

EE
EE

E
An3

// . . . // A

φ

��
Bm1

ψ1 //

β1
<<yyyyyyyy

Bm2

ψ2 //

β2
<<yyyyyyyy

. . . // B

ψ

OO

図 2: 長い可換図式

p ∈ P [Ank
]をとる. τ([p]A) = τφnk

∗ ([p]Ank
) = ψmk

∗ αk∗([p]Ank
) = ψmk

∗ ([αkp]Bmk
) = [φ(p)]B = φ∗([p]A)

となる. よって, φnk
∗ (K0(Ank

)
+
)上 τ = phi∗ となる. よって, K0(A)

+ ∪
k φ

nk
∗ (K0(Ank

)
+
)上一致するの

で, K0(A)上 τ = φ∗ である.

系 3.12.1. 2つの単位元を持つ AF環が同型であることと, K0(A)とK0(B)が単位元を保つ順序同型であ

ることが同値である.

例 7. 写像 s : N → N全体の集合を Sとおく. s! ∈ Sを s!(n) = s(n) · · · s(1)で定める. φn :Ms!(n)(C) →
Ms!(n+1)(C)を a 7→ a⊕ · · · ⊕ aで定める. Ms により (Ms!(n)(C), φn)の帰納極限を表す.

p1, p2, . . . を正の素数全体の集合とする. s(j) =
∏∞
j=1 pj

nj,i (nj,i ∈ N0) とかける. n = nj
∞
j=1 を

nj = supj{nj,i}で定める.

Q(n) =

 n

m

∣∣∣n ∈ Z, m =

∞∏
j=1

pj
mj (mj ∈ N0, mj ≤ nj , mjは有限個を除いて 0)


と定める. このとき, K0(Ms) = Q(n)である. 例えば, s ≡ 2ならK0(Ms) = Z[ 12 ]
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