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0 偏微分
Def 0.0 (1変数関数の微分)

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)
h

が存在して唯一のとき、この値を x = x0 での微分係

数と言う。

Notation

この値を、f ′(x0), f ′(x)|x=x0 ,
df
dx (x0), df

dx (x)|x=x0 な

どと書く。

では 2 変数以上ではどのようにすればよいか？
2 変数関数 z = f(x, y) は、どの方向で微分すれば

よいかが重要になる。例えば、この曲面 z = f(x, y)
の場合は、「 x 方向には下がっている」「 y 方向には

下がっている」など。このように、多変数のときは方

向を決める必要がある。

x 方向に微分することを考えよう。 2 変数 f(x, y)
の場合は、y = y0 に固定して考える。このようにする

と、実質 x の 1 変数のみの関数になる。そこで、 x

方向の微分を次のように定義する。

Def 0.1 (x による偏微分)

∂f(x, y)
∂x

:= lim
h→0

f(x + h, y) − f(x, y)
h

が存在するとき、これを f の x による偏微分という。

同様に、 y 方向の微分も次のように定めることがで

きる。

Def 0.2 (y による偏微分)

∂f(x, y)
∂y

:= lim
h→0

f(x, y + h) − f(x, y)
h

が存在するとき、これを f の y による偏微分という。

では、x 方向や y 方向以外の間の方向はどうすれば

よいだろうか？

Ex. 1

f(x, y) := x3 − 3xy2

とするとき f の偏微分はそれぞれ、次のようになる:

∂f(x, y)
∂x

= 3x2 − 3y2

∂f(x, y)
∂y

= −6xy

1 全微分

f(x, y) は十分滑らかとする。つまり、函数を考える
ときは十分な微分可能性を仮定する（「微分したい！」

と思ったら微分できる）。例えば、2 次曲面を考えると
き、その”坂”のきつさは連続的に変化していると仮定
する。

x 方向への微小変化 dx, y 方向への微小変化 dy と

いうものを考える。このとき、点の充分近くは”平面
で近似できるハズ”という考え方で、次の全微分形式
を導入する。
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Def 1.0 (全微分形式)

df =
∂f(x, y)

∂x
dx +

∂f(x, y)
∂y

dy

を f の全微分形式と呼ぶ。

Remark

全微分形式は”いまいる点から (dx, dy) だけ動いた時、
f は df だけ変化した”というのを表している。

2 方向微分
Def 2.0 (微分作用素ナブラ)

∇ :=

(
∂
∂x
∂
∂y

)

さて、微小変位を表す、次の記号を導入しておく。

dx :=

(
dx

dy

)

すると、微分作用素 ∇ を用いて、f の全微分形式

を次のように表せる。

∇f =

(
∂f
∂x
∂f
∂y

)

∇f · dx =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

Def 2.1 (方向微分)

l を、||l|| = 1 を満たすベクトルとする。この時、

∂f

∂x
:= lim

h→0

f(x + hl) − f(x)
h

= lim
h→0

f(x + hlx, y + hly) − f(x, y)
h

= lx
∂f

∂x
+ ly

∂f

∂y
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