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ネットによるネーター空間の特徴づけを紹介し，ネーター位相空間の有限個の
直積，特に二つのネーター空間の直積はまたネーター位相空間であることを示す．

1 ネット

定義 1.1. 集合 I 上の二項関係 ≤が，反射的 (i ≤ i)かつ推移的 (i ≤ j, j ≤ k ⇒
i ≤ k)のとき，quasi-ordeer(あるいは preorder)という．
空でない集合 I上の quasi-order ≤が有向性：

∀a, b ∈ I, ∃c ∈ I, a ≤ c, b ≤ c

をもつとき，(I, ≤)は有向集合 (directed set)であるという．

定義 1.2 (net). X を集合とする．有向集合 (I, ≤)に対して，写像 I → X を X 上
のネット (net)という．i ∈ Iの像を xi ∈ X と表し，(xi)i∈I が X 上のネットであ
ると表現することにする．
部分集合 A ⊂ X に対して，ネット (xi)i∈I が eventually in Aであるとは

∃i ∈ I, ∀i′ ≥ i, xi′ ∈ A

のときをいう．

定義 1.3 (subnet). (xi)i∈I を netとする．有向集合 Jと写像 α : J → Iが

monotone : j ≤ j′ ⇒ α( j) ≤ α( j′)

cofinal : ∀i ∈ I, ∃ j ∈ J, i ≤ α( j)

をみたすとき，(xα( j)) j∈J は (xi)i∈I の部分ネット (subnet)という．
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定義 1.4 (ultranet). 集合 X 上の net (xi)i∈I が ultranetであるとは，任意の部分集
合 A ⊂ Xについて (xi)i∈Iが eventually in Aであるか，または eventually in Acで
あるときをいう．

定義 1.5 (filter,ultrafilter). X を集合，P (X ) をそのベキ集合とする．空でない
F ⊂ P (X )が

A ⊂ B, A ∈ F ⇒ B ∈ F
A, B ∈ F ⇒ A ∩ B ∈ F

をみたすときフィルター (filter)であるという．さらに真のフィルター F が

∀A ⊂ X, A ∈ F または Ac ∈ F

をみたすとき ultrafilterであるという．

B ⊂ P (X )に対して

↑ B := {A ⊂ X | ∃B ∈ B, B ⊂ A}

と定める．

定義 1.6 (filter basis). 空でない B ⊂ P (X )が

∀B1, B2 ∈ B, ∃A ∈ B, A ⊂ B1 ∩ B2

をみたすとき，filter basisという．このとき F =↑ Bは filterをなし，Bによっ
て生成されるフィルター (filter generated by B)であるという．特に ∅ < F であ
る必要十分条件は ∅ < Bである．

定理 1.7 (Kelly’s theorem). 任意の netは ultranetである subnetをもつ．

証明. (xi)i∈I を X 上の任意の netとする．i ∈ Iに対し si = {xi′ ∈ X | i ≤ i′}とし (i
の sectionという)，

B =


n∩
α=1

siα | n ∈ N, iα ∈ I


とおくとこれは空でない．
n∩
α=1

siα,

m∩
β=1

siβ ∈ Bに対して *,
n∩
α=1

siα
+- ∩ *.,

m∩
β=1

siβ
+/- ∈ Bで

あるから，Bは filter basis．よって

F0 =↑ B
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は X 上の filterである．ここで任意の
n∩
α=1

siα ∈ B対して，Iは有向性をもつことか

ら i1, . . . , in ≤ iなる i ∈ Iが存在し，このとき xi ∈
n∩
α=1

siαとなり
n∩
α=1

siα , ∅である．

よって ∅ < B，故に ∅ < F0である．

Σ = {F ⊂ P (X ) : filter | ∅ < F かつ ∀i ∈ I, si ∈ F }

とおくとき，F0 ∈ Σより Σ , ∅である．
Σ′ ⊂ Σを全順序部分集合とする．F1 =

∪
F ∈Σ′
F とおく．まず F1が filterであるこ

とを示す．A ⊂ B, A ∈ F1とすると，A ∈ F なる F ∈ Σ′が存在する．F は filterよ
り B ∈ F ⊂ F1となる．A, B ∈ F1とすると，A ∈ F2なる F2 ∈ Σ′と B ∈ F3なる
F3 ∈ Σ′が存在する．Σ′は全順序だから，例えば F2 ⊂ F3とすれば，A, B ∈ F3であ
り，F3は filterより A ∩ B ∈ F3 ⊂ F1となる．よって F1は filterである．
明らかに ∅ < F1, ∀i ∈ I, si ∈ F1だから，F1 ∈ Σ．よって F1は Σ′の上界である．
したがって Zornの補題より，Σは極大元 F ′をもつ．
この F ′が ultrafilterであることを示そう．F ′は ultrafilterでないと仮定する．す
るとある A ⊂ Xが存在して A < F ′かつ Ac < F ′となる．このとき C = F ′ ∪ {A} ∪
{V ∩ A | V ∈ F ′}で生成される filterは F ′を真に包み，すべての si(i ∈ I)を含む．
したがって F ′の極大性からこの filterは ∅を含む．よって

∃V ∈ F ′, V ∩ A = ∅.

同様に考えて，
∃U ∈ F ′, U ∩ Ac = ∅.

このとき，
(V ∩U) ∩ A = ∅, (V ∩U) ∩ Ac = ∅.

∴ V ∩U = ∅.

となるが，F ′は filterより ∅ = V ∩U ∈ F ′となり，∅ < F ′に矛盾．したがって F ′
は ultrafilterである．
さて

J = {(i, E) ∈ I × F ′ | xi ∈ E}

とおき，
(i, E) ≤ (i′, E′) ⇔ i ≤ i′かつ E ⊃ E′

によってquasi-orderを入れる．このとき Jが有向集合であることを示す．(i, E), (i′, E′) ∈
Jとすると，Iは有向集合だから i, i′ ≤ i1なる i1 ∈ Iがとれる．E′′ = E ∩ E′とおく
と E′′ ∈ F ′．さらに F ′の定義から si1 ∈ F ′なので，E′′ ∩ si1 ∈ F ′．F ′は空集合を
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含まないから E′′ ∩ si1 , ∅であり，よって xi′′ ∈ E′′ ∩ si1(i1 ≤ i′′)がとれて，このと
き (i′′, E′′) ∈ Jとなる．また

i ≤ i1 ≤ i′′, E ⊃ E ∩ E′ = E′′ かつ i′ ≤ i1 ≤ i′′, E′ ⊃ E ∩ E′ = E′′

∴ (i, E) ≤ (i′′, E′′) かつ (i′, E′) ≤ (i′′, E′′)

だから，Jは有向集合である．
写像 α : J → Iを α(i, E) = iで定めると，α:monotone．i ∈ Iに対し，xi ∈ si ∈ F ′
より (i, si) ∈ Jで，α(i, si) = iより αは全射，特に α:cofinal．よって，(xα(i,E))(i,E)∈J

は (xi)i∈I の subnetとなる．
最後に (xα(i,E))(i,E)∈J が ultranetであることを示そう．部分集合 A ⊂ X を任意に
とる．A ∈ F ′だとする．i0 ∈ Iを一つとる．このとき si0 ∈ F ′だから A∩ si0 ∈ F ′
となり A ∩ si0 , ∅．よって xi ∈ A ∩ si0 なる i ≥ i0 がとれ，(i, A) ∈ J となる．
(i, A) ≤ (i′, E′) なる任意の (i′, E′) ∈ J に対し，xα(i′,E ′) = xi′ ∈ E′ ⊂ Aである．
したがって (xα(i,E))(i,E)∈J は eventually in Aとなる．一方で，A < F ′だとすると，
F ′は ultrafilterより Ac ∈ F ′であるから，上と同じ議論により，(xα(i,E))(i,E)∈J は
eventually in Acとなる．
以上より (xα(i,E))(i,E)∈J は ultranetである (xi)i∈I の subnetである． □

前半部分は任意の filterに対してそれを含む ultrafilterが存在することの証明その
ままである．

2 ネットの収束と収積点

定義 2.1 (convergence). Xを位相空間とする．x ∈ Xの開近傍全体の集合をN (x)
とする．X 上のネット (xi)i∈I が xに収束する (converge to x)とは，

∀U ∈ N (x), ∃i ∈ I, ∀i′ ≥ i, xi′ ∈ U

であるときをいう．このとき xは (xi)i∈I の limitであるともいう．

定義 2.2 (cluster point). Xを位相空間，(xi)i∈Iを X上のネットとする．x ∈ Xが
(xi)i∈I の収積点 (cluster point)であるとは，(xi)i∈I が xに収束する部分ネットを
もつときをいう．

xが (xi)i∈I の limitならば cluster pointである．
次の命題は cluster pointの特徴づけを与える．

命題 2.3. X を位相空間，x ∈ X をその点，(xi)i∈Iを X 上のネットとする．この
とき，xが (xi)i∈I の cluster pointである必要十分条件は

∀U ∈ N (x), ∀i ∈ I, ∃i′ ∈ I, i ≤ i′, xi′ ∈ U

である．
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証明. 必要性：(xα( j)) j∈J を xに収束する (xi)i∈I の subnetとする．任意の xの開近
傍Uと任意の i ∈ Iに対して，(xα( j)) j∈J を xに収束するから，

∃ j0 ∈ J, ∀ j′ ≥ j0, xα( j ′) ∈ U .

α:cofinalより
∃ j1 ∈ J, i ≤ α( j1).

Jは有向だから，j0 ≤ j, j1 ≤ jなる j ∈ Jが存在して，このとき i ≤ α( j), xα( j) ∈ U

となる．
十分性：J = {(i,U) ∈ I × N (x) | xi ∈ U }とおき

(i1,U1) ≤ (i2,U2) ⇔ i1 ≤ i2 かつU1 ⊃ U2

によってquasi-orderをいれる．このとき Jは有向集合である．なぜなら，(i1,U1), (i2,U2) ∈
Jに対し，Iは有向より i1, i2 ≤ i′なる i′ ∈ Iがとれる．U3 = U1∩U2とおくと，x ∈ U3

だから仮定より
∃i3 ∈ I, i′ ≤ i3, xi3 ∈ U3

となる．よって (i3,U3) ∈ Jで，

(i1,U1) ≤ (i3,U3), (i2,U2) ≤ (i3,U3)

であるから，Jは有向集合である．
写像 α : J → I を α(i,U) = i で定めると，α:monotoneで，さらに仮定より
α:cofinal．よって (xα(i,U))(i,U)∈J は (xi)i∈I の subnetである．
任意の xの開近傍U′をとる．すると仮定から xi′ ∈ U′なる i′ ∈ Iが存在し，こ
のとき (i′,U′) ∈ J．(i,U) ≥ (i′,U′) ならば，xi ∈ U で i′ ≤ iかつU′ ⊃ U より，
xα(i,U) = xi ∈ U ⊂ U′となる．よって (xα(i,U))(i,U)∈J は xに収束する． □

この条件を cluster pointの定義とすることも多い．
limitは cluster pointであるが，ultranetにおいては逆も成り立つ：

補題 2.4. 位相空間 X上の ultranet (xi)i∈Iにおいて，x ∈ Xがその limitであるこ
ととその cluster pointであることは同値．

証明. 必要性は明らか．十分性を示す．U を xの開近傍とする．(xi)i∈I は ultranet
より

(xi)i∈I : eventually in U または (xi)i∈I : eventually in Uc.

後者であるとすると，
∃i1 ∈ I, ∀i ≥ i1, xi ∈ Uc

であるが，xは cluster pointより

∃i2 ∈ I, i1 ≤ i2, xi2 ∈ U
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だからこれは矛盾．よって (xi)i∈I : eventually in U．U は任意より x は limitであ
る． □

次にコンパクト性の netの cluster pointによる特徴づけを与える．

命題 2.5. 位相空間 X において，K ⊂ X がコンパクトであることと，K の任意
の net (xi)i∈I が K内に cluster pointをもつことは同値．

証明. 必要性：K ⊂ X はコンパクトであるとする．K内に cluster pointをもたない
K上の net (xi)i∈I が存在すると仮定する．各 x ∈ Kは (xi)i∈I の cluster pointではな
いから，

∃Ux ∈ N (x), ∃ix ∈ I, ∀ j ≥ ix, x j < Ux

となる．{Ux }x∈K は Kの開被覆をなし，K :コンパクトより

∃x1, . . . , xn ∈ K, K ⊂ Ux1 ∪ · · · ∪Uxn

となる．Iの有向性より ix1, . . . , ixn ≤ iなる i ∈ Iがとれて，このとき

xi < Ux1, . . . , xi < Uxn

となり，これは xi ∈ Kに矛盾する．よって Kの任意の netはK内に cluster pointを
もつ．
十分性：K の任意の net (xi)i∈I が K 内に cluster pointをもつとする．K がコン
パクトでないと仮定する．{Uλ }λ∈Λ を K の開被覆とし，U = {Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn |
λ1, . . . , λn ∈ Λ, n ∈ N}に包含順序をいれて有向集合とする．Kはコンパクトでない
から，各 A ∈ U について K ⊈ Aとなり，x A < Aなる x A ∈ Kがとれる．このとき
(x A)A∈U は Kの netであり，ある x ∈ Kを cluster pointをもつ．{Uλ }λ∈Λは Kの開
被覆だったから，x ∈ Uλなる λ ∈ Λをとると，Uλ ∈ Uであることと xが (x A)A∈U
の cluster pointであることから，

∃A ∈ U, Uλ ⊂ A, x A ∈ Uλ

これは x A < Aに矛盾．したがって Kはコンパクト． □

3 ネーター空間

定義 3.1 (noetherian space). 位相空間 X について，その任意の部分集合がコン
パクトであるとき，ネーター空間 (noetherian space)であるという．
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命題 3.2. 位相空間 X に対して，X がネーター空間であることと，任意の net
(xi)i∈I がある xi0(i0 ∈ I)を cluster pointにもつことは同値．

証明. 必要性：K = {xi | i ∈ I}とおくと，X はネーター空間より K はコンパクト
だから，(xi)i∈I を K 上の netと思えばこれは K 内に cluster pointをもつ．つまり，
(xi)i∈I はある xi0(i0 ∈ I)を cluster pointにもつ．
十分性：K ⊂ Xを任意の部分集合とする．K上の net (xi)i∈Iを任意にとると，X

上の netと思えば，ある xi0(i0 ∈ I)を cluster pointにもつ．xi0 ∈ Kであることから，
Kはコンパクト． □

定義 3.3 (self-convergence). 位相空間 X 上の net (xi)i∈I が self-convergentである
とは，(xi)i∈I が各 xiに収束するときをいう．

定理 3.4. 位相空間 Xに対して，Xがネーター空間であることと，任意の netが
self-convergentな subnetをもつことは同値．

証明. 必要性：X上のnet (xi)i∈Iに対して，まず J = {i ∈ I | xiは(xi)i∈Iの cluster point}
とおく．先の命題から J , ∅．J は有向集合であり，J ↪→ I は cofinalであること
を示そう．i1, i2 ∈ J ⊂ Iに対し，I′ = {i ∈ I | i1, i2 ≤ i}とおくとこれは有向集合で
(xi′)i′∈I ′は X 上の net．再び先の命題からこれはある xi0(i0 ∈ I′)を cluster pointに
もつ．xi0は (xi)i∈Iの cluster pointでもあるから i0 ∈ J．よって Jは有向集合．同じ
議論によって J ↪→ I は cofinalとなる．このことから，(x j ) j∈J は (xi)i∈I の subnet
であるということがわかる．

(xi)i∈I が ultranetである場合，前節の補題より，(xi)i∈I は x j( j ∈ J)に収束する．
J:cofinalより (x j ) j∈Jも x jに収束し，self-convergentである．よって (xi)i∈Iは self-
convergentな subnetをもつ．
一般の net (xi)i∈Iの場合，Kellyの定理より ultranetである subnetが存在．よって
この subnetはさらに self-convergentな subnetをもつから，(xi)i∈Iも self-convergent
な subnetをもつ．
十分性：任意の net (xi)i∈I に対し，これは self-convergentな subnetをもつから，
特にある xi0 を cluster pointにもつ．よって先の命題より，X はネーター空間であ
る． □

定理 3.5. X,Y がネーター空間なら，X × Y もネーター空間である．

証明. (xi, yi)i∈I を X × Y 上の netとする．X 上の net (xi)i∈I に対し，X :noetherian
より self-convergent subnet (xα( j)) j∈Jがとれる．さらにY 上の net (yα( j)) j∈Jに対し，
Y :noetherianよりself-convergent subnet (yα(β(k)))k∈Kがとれる．このとき (xα◦β(k), yα◦β(k))k∈K

は self-conbergentであることを示そう．(xα◦β(k ′), yα◦β(k ′))(k′ ∈ K)を任意に固定す
る．(xα◦β(k ′), yα◦β(k ′)) ∈ X × Y の開近傍W に対し，

∃U ⊂ X :open, ∃V ⊂ Y :open, (xα◦β(k ′), yα◦β(k ′)) ∈ U × V ⊂ W
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である．(xα( j)) j∈J は xα◦β(k ′)に収束するから，

∃ j0 ∈ J, ∀ j ≥ j0, xα( j) ∈ U

となる．(yα◦β(k))k∈K は yα◦β(k ′)に収束するから，

∃k0 ∈ K, ∀k ≥ k0, yα◦β(k) ∈ V

となる．β : K → Jは cofinalから

∃k1 ∈ K, j0 ≤ β(k1)

であり，Kの有向性から

∃k2 ∈ K, k0 ≤ k2, k1 ≤ k2

である．このとき任意の k ≥ k2に対して (xα◦β(k), yα◦β(k)) ∈ U × V となっている．
よって，(xα◦β(k), yα◦β(k))k∈K は (xα◦β(k ′), yα◦β(k ′))に収束する．k′ ∈ K の固定を外
せば，self-convergenceがわかる．
したがって X ×Yの任意の netが self-convergent subnetをもち，X ×Yはネーター
空間となる． □
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