
論理と位相

@paper3510mm

平成 30年 1月 24日

これは，2017年 6月 11日 (日)に京都大学で行われた数物セミナー談話会の「論
理と位相」の講演ノートです．[2017/12追記]加筆修正しました．
論理と位相のつながりを紹介し命題論理のコンパクト性を示すのがこのノート
の目的．§ 1で命題論理の基本概念を整理しコンパクト性定理の主張を述べる．§ 2
でブール代数の言葉をまとめ，論理の形式体系から代数構造を取り出せることを
示し，一方でこれが付値の空間の閉開集合のなすブール代数と同型であることを
示す．§ 3でこの同型を用いてコンパクト性定理を証明する．この際コンパクト性
定理の主張が，付値の空間のコンパクト性に対応することを見る．§ 4でおわりに
一言．

1 命題論理とコンパクト性定理
まずは命題論理の基本的なことを整理し，コンパクト性定理の主張を述べる．

1.1 命題論理

Pを集合とする．この Pの元を命題変数と呼ぶことにする．

定義 1.1. 論理式 (formula)を，次のように再帰的に定義する：

• 命題変数は論理式

• ϕ,ψ が論理式なら ¬ϕ,ϕ→ ψ も論理式

こうして得られた論理式全体の集合を Fとする．もちろん P ⊂ Fである．記号
¬(not),→(implies)は，論理式から新たな論理式をつくるもの (関数)であり論理
結合子と呼ばれる．

1



定義 1.2. 論理結合子 ∨(or),∧(and)を論理式 ϕ, ψに対して

ϕ ∨ ψ = (¬ϕ) → ψ

ϕ ∧ ψ = ¬(ϕ→ ¬ψ)

によって定義する．ここでは ¬と→を基本となる論理演算子とし，∨と ∧は
上のような論理式の省略記号と解釈する．

数理論理学には，論理式の真偽を集合で実現したものを問題とする意味論 (se-
mantics)と形式体系における推論を対象とする構文論 (syntax)の二つの立場があ
る．まずは前者からはじめる．

意味論の立場では，各命題変数への真あるいは偽の割り当てに対して論理式が
真であるか偽であるかを代数的な計算で調べる．

2 = {0, 1}とおき，これを自然にブール代数 (2,∨,∧,¬, 0, 1)とみなす（詳しくは
次節に譲るが，通常の真理値計算の規則を与えたと思えばよい）．ブール代数上の
二項演算⇒を (a ⇒ b) := ¬a ∨ bと定義する．

定義 1.3. 命題変数の集合 Pから 2への写像 v : P → 2(真偽の割り当て)に対して

v(ϕ→ ψ) = (v(ϕ) ⇒ v(ψ))

v(¬ϕ) = ¬v(ϕ)

と定めることによって論理式の集合 Fから 2への写像 v : F → 2へと拡張でき
る．これを付値 (valuation)という．

命題 1.4. 論理式 ϕ, ψに対して次が成立：

v(ϕ ∨ ψ) = v(ϕ) ∨ v(ψ)

v(ϕ ∧ ψ) = v(ϕ) ∧ v(ψ)

証明. ∨,∧は ¬,→を含む論理式の省略記号だったことを思い出せばよい． □

命題 1.5. 論理式 ϕ, ψに対して

v(ϕ→ ϕ) = 1
v((¬ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ϕ)) = 1

証明. ブール代数の計算によりわかる (あるいは真理値の計算による)． □
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定義 1.6. 任意の付値 vについて v(ϕ) = 1となるとき，論理式 ϕはトートロジー
であるという．

例えば論理式 ϕ→ ϕや (¬ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ϕ) はトートロジーである．
付値やトートロジーは意味論における概念である．

論理学のもう一つの立場は，構文論である．論理式に意味を与えず形式的な議
論を行う．

定義 1.7. 次の形の論理式を axiomという：

(L1) ϕ→ (ψ → ϕ)

(L2) (ϕ→ (ψ → χ)) → ((ϕ→ ψ) → (ϕ→ χ))

(L3) (¬ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ϕ)

ただし，ϕ, ψ, χは任意の論理式．
論理式 ϕと ϕ→ ψから別な論理式ψを得る対応をモーデス・ポネンス (modus

ponens, MP)の推論規則という．axiom (L1)～(L3)と推論規則MPを備えた論理
式の集合 F を，命題論理の形式体系という．

定義 1.8. 論理式の列 (ϕ1, . . . , ϕn) が proofであるとは，各 ϕi についてそれが
axiomであるか，または列の前にある二つの論理式からMPの適用によって得
られているときをいう．論理式の列 (ϕ1, . . . , ϕn, ϕ)が proofであるとき，論理式
ϕ ∈ Fは theoremであるといい，このとき ⊢ ϕとかく．

命題 1.9. 論理式 ϕ→ ϕは theoremである．

証明. 以下は proofをたてに並べたものである．右側にある括弧は，その論理式が
得られる理由を示す．

[ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ)]→ [(ϕ→ (ϕ→ ϕ)) → (ϕ→ ϕ)] (L2)
ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) (L1)
(ϕ→ (ϕ→ ϕ)) → (ϕ→ ϕ) (MP)
ϕ→ (ϕ→ ϕ) (L1)
ϕ→ ϕ (MP)

したがって，⊢ ϕ→ ϕが得られた． □

proofや theoremは構文論における概念である．
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トートロジーも theoremもそれぞれの立場においてその論理式が”真である”，”
証明できる”といった感覚に対応する概念であるが，これらの間には当然密接な
関係がある．

定理 1.10 (健全性定理). theoremはトートロジーである．

証明. theoremの定義から，axiomがトートロジーであることと、MPによってトー
トロジーとトートロジーからトートロジーが得られることを示せばよい．axiom(L3)
がトートロジーであることはすでに述べた．vを任意の付値とする．

(L1)について．χ = ϕ→ (ψ → ϕ)とおくと，v( χ) = v(ϕ) ⇒ (v(ψ) ⇒ v(ϕ))であ
り，v(ϕ) = 0ならこれは 1．v(ϕ) = 1でも v( χ) = (v(ψ) ⇒ v(ϕ)) = 1となり，トー
トロジー．

(L2)について．ω = (ϕ → (ψ → χ)) → ((ϕ → ψ) → (ϕ → χ)) とおくと，
v(ω) = (v(ϕ) ⇒ (v(ψ) ⇒ v( χ))) ⇒ ((v(ϕ) ⇒ v(ψ)) ⇒ (v(ϕ) ⇒ v( χ))) であ
る．v(ϕ) = 0のときは v(ω) = (1 ⇒ (1 ⇒ 1)) = 1となり，v(ϕ) = 1のときは
v(ω) = ((v(ψ) ⇒ v( χ)) ⇒ (v(ψ) ⇒ v( χ))) = 1となる．よってトートロジー．

(MP)について．ϕ, ϕ → ψ がトートロジーであるとすると，1 = v(ϕ → ψ) =
(v(ϕ) ⇒ v(ψ)) = (1⇒ v(ψ)) = v(ψ)より ψはトートロジー． □

定理 1.11 (完全性定理). 論理式がトートロジーならば theoremである．

完全性定理は 2.2節で示すことにする．
健全性定理と完全性定理よりトートロジーであることと theoremであることは
同値となる．これは論理を意味論の立場で考えても構文論の立場で考えても同じ
結果を得ることを保証する (意味論と構文論の等価性)．この同値性を完全性定理
と呼ぶこともある．

もう少し構文論の立場の道具を整理しよう．
命題 1.9のような「ϕならば ϕ」という単純な theoremであってもその proofはか
なり長いものになる．そこで，既知の proofを組み合わせて複雑な proofを構成で
きるよう proofの概念を拡張する．

定義 1.12. 論理式の集合の部分集合を Γ ⊂ Fとする．論理式の列 (ϕ1, . . . , ϕn)が
Γからの deductionであるとは，各 ϕiについてそれが axiomか，Γの元である
か，あるいは列の前にある二つの論理式からMPの適応によって得られている
ときをいう．このとき，この deductionの長さは nであるという．(ϕ1, . . . , ϕn, ϕ)
が Γ からの deductionであるとき，論理式 ϕ ∈ F は Γ から演繹されるといい，
Γ ⊢ ϕとかく．特に Γ = ∅のとに対応するのが，proofと theoremである．
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定理 1.13 (演繹定理). Γ ∪ {ϕ} ⊢ ψならば Γ ⊢ (ϕ→ ψ)である．逆も成り立つ．

証明. Γ ∪ {ϕ} ⊢ ψ を表す deductionの長さ nについての帰納法によって示す．
n = 1の場合，ψ = ϕであるか，ψは axiomまたは Γの元であるかである．ψ = ϕ

のときは ⊢ ϕ→ ϕであるから定理は成り立つ．その他の場合は次の deduction

ψ

ψ → (ϕ→ ψ) (L1)
ϕ→ ψ (MP)

より Γ ⊢ ϕ→ ψ がわかる．
n > 1の場合，長さ n − 1以下の deductionについて定理が成り立っているとす

る．ψ が axiomであるか Γ の元であるときは，上と同様．そうでないとき，ψ は
その deductionで前にある χと χ → ψ にMPを適用して得られている．帰納法の
仮定から Γ ⊢ ϕ → χ かつ Γ ⊢ ϕ → ( χ → ψ) が成立している．したがって，それ
らの deductionを次の論理式の列

ϕ→ χ

ϕ→ ( χ → ψ)

(ϕ→ ( χ → ψ)) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ ψ)) (L2)
(ϕ→ χ) → (ϕ→ ψ) (MP)
ϕ→ ψ (MP)

の前に付け加えると Γ からの deductionとなり，Γ ⊢ ϕ→ ψ が得られた．
逆については，Γ ∪ {ϕ} ⊢ (ϕ→ ψ)と Γ ∪ {ϕ} ⊢ ϕよりMPを適用してわかる． □

定理 1.14. {ϕ→ ψ, ψ → χ} ⊢ (ϕ→ χ)

証明. deduction

ϕ→ ψ

ψ → χ

ϕ

ψ (MP)
χ (MP)

より，{ϕ→ ψ, ψ → χ} ∪ {ϕ} ⊢ χが得られ，演繹定理より {ϕ→ ψ, ψ → χ} ⊢ (ϕ→
χ)． □

演繹定理とこの定理より，Γ ⊢ (ϕ→ ψ)かつ Γ ⊢ (ψ → χ)なら，Γ ⊢ (ϕ→ χ)と
なる．これを三段論法 (hypothetical syllogism, HS)という．

一方で，コンパクト性定理は意味論の立場における定理である．
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定義 1.15. Γ ⊂ Fがモデルをもつとは，すべての ϕ ∈ Γに対し v(ϕ) = 1となる
付値 vが存在するときをいう (充足可能であるともいう)．このときの付値 vの
ことを Γのモデルという．

定理 1.16 (コンパクト性定理). 論理式からなる集合 Γ がモデルをもつ必要十分
条件は，その任意の有限部分集合がモデルをもつことである．

モデルをもつという言葉に馴染みがなければ，無矛盾であることと同値である
と思ってよい (今は無矛盾の定義も同値性の証明も述べていないが．モデルの存在
は意味論における概念で，無矛盾は構文論における概念．これらの等価性は健全
性定理と完全性定理が保証する)．

でもいったい，なにがコンパクトなのでしょう？私，気になります！

2 Lindenbaum代数と付値の空間

2.1 ブール代数

いったん論理のことを忘れて，ブール代数の基礎概念について解説する．
(P, ≤) を順序集合とする．

定義 2.1. 部分集合 S ⊂ Pに対して，元 a ∈ Pが，任意の s ∈ Sに対し s ≤ aを
満たすとき，aは Sの上界であるという．さらに Sの上界 aが最小上界である，
すなわち任意の S の上界 a′に対して a ≤ a′を満たすとき，aは S の joinであ
るといい a = ∨Sとかく．

定義 2.2. 部分集合 S ⊂ Pに対して，元 b ∈ Pが，任意の s ∈ Sに対し b ≤ sを
満たすとき，bは Sの下界であるという．さらに Sの下界 bが最大下界である，
すなわち任意の Sの下界 b′に対して b′ ≤ bを満たすとき，bは Sのmeetであ
るといい b = ∧Sとかく．

特に，{a, b} ⊂ Pに対し，∨{a, b} = a ∨ b，∧{a, b} = a ∧ bとかく．

定義 2.3 (束). 順序集合 Pが束 (lattice)であるとは，Pがすべての有限 joinと有
限meetを持つ，すなわちそのすべての有限部分集合が joinとmeetを持つとき
をいう．

Pが束のとき，∅ ⊂ Pの joinとmeetとして，最小元 0 = ∨∅と最大元 1 = ∧∅が
存在する．
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逆に，joinとmeetを集合 P上の適当な条件をみたす二項演算

∨ : P × P ∋ (a, b) 7−→ a ∨ b ∈ P

∧ : P × P ∋ (a, b) 7−→ a ∧ b ∈ P

とみなせば，束はこれらと最小元 0と最大元 1の組 (P,∨,∧, 0, 1)で指定される．こ
のとき，Pの順序は

a ≤ b⇐⇒ a ∨ b = b

によって再現される．

定義 2.4. Aと B を束とする．写像 f : A→ B が束準同型であるとは，すべて
の有限 joinと有限meetを保つ，すなわち

f (a ∨ b) = f (a) ∨ f (b), f (a ∧ b) = f (a) ∧ f (b), f (0) = 0, f (1) = 1

をみたすときをいう．
束準同型 f が全単射のとき束同型であるといい，束同型が存在するとき Aと

Bは同型であるという．

束においては a ∧ (b∨ c) ≥ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)が成立する．なぜなら，b∨ c ≥ b, c

より a ∧ (b∨ c) ≥ a ∧ b, a ∧ cとなり a ∧ (b∨ c) ≥ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)を得る．逆の不
等号は一般には成り立たない．

定義 2.5. 束において，

分配律 : a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

双対分配律 : a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)

が成り立つとき分配束という．実は分配律だけでも定義としては十分である．

補題 2.6. 束が分配律をみたすとき双対分配律もみたす．

証明. 吸収律：
a ∧ (a ∨ b) = a, a ∨ (a ∧ b) = a

と分配律を使えば，

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = ((a ∨ b) ∧ a) ∨ ((a ∨ b) ∧ c)

= a ∨ ((a ∧ c) ∨ (b ∧ c))

= (a ∨ (a ∧ c)) ∨ (b ∧ c)

= a ∨ (b ∧ c)

□
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定義 2.7. 束において
a ∧ x = 0, a ∨ x = 1

なる元 x を，aの補元という．

分配束において，aの補元は存在すれば一意的となる．なぜならば，xと yが a
の補元だとすると，x = x ∧ 1 = x ∧ (a ∨ y) = x ∧ y より x = y となるからである．
これを ¬aとかく．明らかに ¬¬a = aが成り立つ．

定義 2.8. すべての元が補元を持つ分配束をブール代数という．

例えば 2 = {0, 1} は最大元と最小元のみ持つブール代数とみなせる．集合 Aに
対しそのベキ集合 P (A) は集合の包含関係を順序としてブール代数をなす．位相
空間 X の開集合系を O(X )とかくと，これは分配束となるがブール代数ではない．
X の閉かつ開な集合 (clopen)全体を clop(X ) とすればこれはブール代数となる．

命題 2.9 (De Morganの法則). ブール代数において

¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b

¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b

が成立．

証明.

(a ∧ b) ∧ (¬a ∨ ¬b) = ((a ∧ b) ∧ ¬a) ∨ ((a ∧ b) ∧ ¬b)

= ((a ∧ ¬a) ∧ b) ∨ (a ∧ (b ∧ ¬b))

= (0 ∧ b) ∨ (a ∧ 0)

= 0 ∨ 0 = 0
(a ∧ b) ∨ (¬a ∨ ¬b) = (a ∨ (¬a ∨ ¬b)) ∧ (b ∨ (¬a ∨ ¬b))

= ((a ∨ ¬a) ∨ ¬b)) ∧ (¬a ∨ (b ∨ ¬b))

= (1 ∨ ¬b) ∧ (¬a ∨ 1)

= 1 ∧ 1 = 1

より補元の一意性から ¬(a ∧ b) = ¬a ∨¬bを得る．¬(a ∨ b) = ¬a ∧¬bも同様． □

補題 2.10. ブール代数からブール代数への束準同型は演算 ¬を保つ．

証明. A と B をブール代数とし， f : A → B を束準同型とする．a ∧ ¬a = 0,
a ∨ ¬a = 1であるから， f (a) ∧ f (¬a) = 0, f (a) ∨ f (¬a) = 1が成り立ち，補元の
一意性から， f (¬a) = ¬ f (a)． □
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補題 2.11. ブール代数からブール代数への写像 f が，joinと ¬ あるいは meet
と ¬を保てば，束準同型となる．

証明. たとえば joinと ¬を保つとすると，

f (a ∧ b) = f (¬¬(a ∧ b)) = f (¬(¬a ∨ ¬b))

= ¬ f (¬a ∨ ¬b) = ¬ f (¬a ∨ ¬b)

= ¬ f (¬a) ∧ ¬ f (¬b) = f (a) ∧ f (b)

f (1) = f (¬0) = ¬ f (0) = ¬0 = 1

より有限meetを保ち，束準同型となる． □

これらの補題より，しばしばブール代数の間の束準同型をブール準同型ともい
う．

ブール代数 (P,∨,∧, 0, 1)に対して，対称差 +を

a + b = (a ∧ ¬b) ∨ (¬a ∧ b)

によって定める．このとき簡単な計算によって，P対称差を和としてmeetを積と
する単位的可換環 (P,+,∧, 0, 1)となる．
すべての元がベキ等である単位的可換環をブール環というが，ブール代数から
このようにして得た環は明らかにブール環である．逆にブール環からブール代数
をつくることもできる (参照 [2])．

2.2 Lindenbaum代数

命題論理の形式的体系から代数を取り出す．この小節では常に構文論的な立場
をとる．

F を論理式の集合とする．

定義 2.12. F 上の関係 ≤を，

ϕ ≤ ψ ⇐⇒⊢ ϕ→ ψ

と定めるとこれは前順序となる．だが順序ではない．これを順序にするために
F 上の同値関係 ≡を，

ϕ ≡ ψ ⇐⇒⊢ ϕ→ ψ かつ ⊢ ψ → ϕ

によって定め，L = F/≡とおく．すると F 上の前順序 ≤ は L 上の順序を誘導
する．この L 上の順序も ≤で表し，ϕ ∈ F の同値類を |ϕ| とかく．
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命題 2.13. 順序集合 L において，

join : |ϕ| ∨ |ψ | = |ϕ ∨ ψ |
meet : |ϕ| ∧ |ψ | = |ϕ ∧ ψ |
max : |ϕ| = 1⇔⊢ ϕ
min : |ϕ| = 0⇔⊢ ¬ϕ

とすると (L,∨,∧, 0, 1)は束をなし，さらに分配律を満たし分配束になる．さら
に，¬|ϕ| = |¬ϕ| によって L はブール代数となる．

証明は [1]参照（気が向けば追加します）．このブール代数 L を，命題論理の
Lindenbaum代数という．付値 v はブール代数の準同型 v : L → 2とみなされる．

完全性定理を証明しよう．

定理 (完全性定理). 論理式がトートロジーならば theoremである．

証明. 対偶を示す．論理式 ϕが theoremでないとすると，|ϕ| , 1である．ここで
ブール代数 Lをブール環と思えば，↓ ( |ϕ|) := {|ψ | ∈ L | |ψ | ≤ |ϕ|}はブール環 Lの
真のイデアルとなる．したがってこれを含む素イデアル Iが存在する．このとき，
ｓ像 v : L → 2を，|ψ | ∈ Iのとき v( |ψ |) = 0，|ψ | < Iのとき v( |ψ |) = 1と定めれば
これは束準同型となることがわかる．したがってこれは付値と思えて，定義から
v(|ϕ|) = 0．よって ϕはトートロジーではない． □

[2017/12追記]以下，この小節の終わりまで Lがブール代数となることを証明す
るが，読み飛ばしても構わない．

補題 2.14.
⊢ (¬ϕ→ ϕ) → ϕ
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証明. 演繹定理により，{(¬ϕ→ ϕ)} ⊢ ϕを示せばよい．

¬ϕ→ ϕ

¬ϕ→ (¬¬(¬ϕ→ ϕ) → ¬ϕ) (L1)
(¬¬(¬ϕ→ ϕ) → ¬ϕ) → (ϕ→ ¬(¬ϕ→ ϕ)) (L3)
¬ϕ→ (ϕ→ ¬(¬ϕ→ ϕ)) (HS)
(¬ϕ→ (ϕ→ ¬(¬ϕ→ ϕ)) → ((¬ϕ→ ϕ) → (¬ϕ→ ¬(¬ϕ→ ϕ))) (L2)
(¬ϕ→ ϕ) → (¬ϕ→ ¬(¬ϕ→ ϕ)) (MP)
¬ϕ→ ¬(¬ϕ→ ϕ) (MP)
(¬ϕ→ ¬(¬ϕ→ ϕ)) → ((¬ϕ→ ϕ) → ϕ) (L3)
(¬ϕ→ ϕ) → ϕ (MP)
ϕ (MP)

□

補題 2.15.

⊢ ¬ϕ→ (ϕ→ ψ)

⊢ ϕ→ (¬ϕ→ ψ)

証明. いずれも {ϕ,¬ϕ} ⊢ ψ と同値なので，第一式だけ示す．

¬ϕ→ (¬ψ → ¬ϕ) (L1)
(¬ψ → ¬ϕ) → (ϕ→ ψ) (L3)
¬ϕ→ (ϕ→ ψ) (HS)

□

この補題の第二式より

|ϕ| ≤ |¬ϕ→ ψ | = |ϕ ∨ ψ |

となる．(L1):ψ → (¬ϕ→ ψ)より

|ψ | ≤ |ϕ ∨ ψ |

がわかり，|ϕ ∨ ψ |は {|ϕ|, |ψ |}の上界である．
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補題 2.16.
⊢ ¬¬ϕ→ ϕ

証明. {¬¬ϕ} ⊢ ϕを示せばよい．

¬¬ϕ
¬¬ϕ→ (¬¬¬¬ϕ→ ¬¬ϕ) (L1)
¬¬¬¬ϕ→ ¬¬ϕ (MP)
(¬¬¬¬ϕ→ ¬¬ϕ) → (¬ϕ→ ¬¬¬ϕ) (L3)
¬ϕ→ ¬¬¬ϕ (MP)
(¬ϕ→ ¬¬¬ϕ) → (¬¬ϕ→ ϕ) (L3)
¬¬ϕ→ ϕ (MP)
ϕ (MP)

□

補題 2.17.
⊢ ϕ→ ¬¬ϕ

証明.

(¬¬¬ϕ→ ¬ϕ) → (ϕ→ ¬¬ϕ) (L3)
¬¬¬ϕ→ ¬ϕ (補題 2.16)
ϕ→ ¬¬ϕ (MP)

二行目は補題 2.16で得た theoremということを示しており，その proofを挿入すれ
ば，⊢ ϕ→ ¬¬ϕの proofが完成する． □

補題 2.18.
⊢ (ϕ→ ψ) → (¬ψ → ¬ϕ)

証明. {(ϕ→ ψ)} ⊢ (¬ψ → ¬ϕ)を示せばよい．

ϕ→ ψ

¬¬ϕ→ ϕ (補題 2.16)
¬¬ϕ→ ψ (HS)
ψ → ¬¬ψ (補題 2.17)
¬¬ϕ→ ¬¬ψ (HS)
(¬¬ϕ→ ¬¬ψ) → (¬ψ → ¬ϕ) (L3)
¬ψ → ¬ϕ (MP)
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□

補題 2.19.
{(ϕ→ χ), (ψ → χ)} ⊢ (ϕ ∨ ψ) → χ

証明. {(ϕ→ χ), (ψ → χ), (ϕ ∨ ψ)} ⊢ χを示せばよい．

ϕ→ χ

ψ → χ

ϕ ∨ ψ = ¬ϕ→ ψ

(ϕ→ χ) → (¬χ → ¬ϕ) (補題 2.18)
¬χ → ¬ϕ (MP)
¬χ → ψ (HS)
¬χ → χ (HS)
(¬χ → χ) → χ (補題 2.14)
χ (MP)

□

|ϕ| ≤ | χ |かつ |ψ | ≤ | χ |とする．すると ⊢ ϕ → χかつ ⊢ ψ → χとなるが，演繹
定理と補題 2.19より ⊢ (ϕ ∨ ψ) → χとなり，|ϕ ∨ ψ | ≤ | χ |を得る．したがって，
|ϕ ∨ ψ |は {|ϕ|, |ψ |}の最小上界，すなわち joinとなる：

|ϕ ∨ ψ | = |ϕ| ∨ |ψ |

補題 2.20.
⊢ ϕ ∧ ψ → ϕ

証明. {ϕ ∧ ψ} ⊢ ϕを示せばよい．

ϕ ∧ ψ = ¬(ϕ→ ¬ψ)

¬ϕ→ (ϕ→ ¬ψ) (補題 2.15)
(¬ϕ→ (ϕ→ ¬ψ)) → (¬(ϕ→ ¬ψ) → ¬¬ϕ) (補題 2.18)
¬(ϕ→ ¬ψ) → ¬¬ϕ (MP)
¬¬ϕ (MP)
¬¬ϕ→ ϕ (補題 2.16)
ϕ (MP)

□

13



補題 2.21.
⊢ ϕ ∧ ψ → ψ

証明. {ϕ ∧ ψ} ⊢ ψを示せばよい．

ϕ ∧ ψ = ¬(ϕ→ ¬ψ)

¬ψ → (ϕ→ ¬ψ) (L1)
(¬ψ → (ϕ→ ¬ψ)) → (¬(ϕ→ ¬ψ) → ¬¬ψ) (補題 2.18)
¬(ϕ→ ¬ψ) → ¬¬ψ (MP)
¬¬ψ (MP)
¬¬ψ → ψ (補題 2.16)
ψ (MP)

□

これら二つの補題から，

|ϕ ∧ ψ | ≤ |ϕ| かつ |ϕ ∧ ψ | ≤ |ψ |

となり，|ϕ ∧ ψ |は {|ϕ|, |ψ |}の下界．

補題 2.22.
{ϕ, ψ} ⊢ ϕ ∧ ψ

証明. MPより {ϕ, ϕ→ ¬ψ} ⊢ ¬ψがわかり，演繹定理より ⊢ ϕ→ ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ)
となる．これより

ϕ→ ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ)

ϕ

(ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ (MP)
((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ) → (¬¬ψ → ¬(ϕ→ ¬ψ)) (補題 2.18)
¬¬ψ → ¬(ϕ→ ¬ψ) (MP)
ψ

ψ → ¬¬ψ (補題 2.17)
¬¬ψ (MP)
¬(ϕ→ ¬ψ) = ϕ ∧ ψ (MP)

□
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補題 2.23.
{( χ → ϕ), ( χ → ψ)} ⊢ χ → (ϕ ∧ ψ)

証明. {( χ → ϕ), ( χ → ψ), χ} ⊢ (ϕ ∧ ψ)を示せばよい．

χ → ϕ

χ → ψ

χ

ϕ (MP)
ψ (MP)
ϕ ∧ ψ (補題 2.22)

□

これより |ϕ ∨ ψ |は {|ϕ|, |ψ |}の最大下界，すなわちmeetとなる：

|ϕ ∧ ψ | = |ϕ| ∧ |ψ |

最大元と最小元の存在は次の補題からわかる．

補題 2.24.

|ϕ| = 1⇔⊢ ϕ
|ϕ| = 0⇔⊢ ¬ϕ

証明. ⊢ ϕならば，任意のψ ∈ Fに対して，L1:⊢ ϕ→ (ψ → ϕ)とMPより ⊢ ψ → ϕ

が得られ，|ψ | ≤ |ϕ|となる．よって |ϕ|は Lの最大元である．
⊢ ¬ϕならば，任意の ψ ∈ F に対して，補題 2.15:⊢ ¬ϕ → (ϕ → ψ)とMPより
⊢ ϕ→ ψが得られ，|ϕ| ≤ |ψ |となる．よって |ϕ|は Lの最小元である．
|ϕ| = 1ならば，任意の ψ ∈ Fについて |ψ | ≤ |ϕ|である．これより ⊢ ψ → ϕとな

り，⊢ ψなる ψ(たとえば axiom)をとれば，MPより ⊢ ϕが得られる．
|ϕ| = 0ならば，任意の ψ ∈ F について |ϕ| ≤ |ψ |，すなわち ⊢ ϕ → ψである．

これと補題 2.18:⊢ (ϕ → ψ) → (¬ψ → ¬ϕ) からMPより，⊢ ¬ψ → ¬ϕ．特に
⊢ ¬¬ψ → ¬ϕとなる．よって ⊢ ψなる ψをとれば，補題 2.17とMPより ⊢ ¬¬ψと
なり，再びMPより ⊢ ¬ϕが得られる． □

したがって Lは束をなす．さらに次が言える．
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命題 2.25. 束 L = F/≡は分配束である．

証明. |ϕ ∧ (ψ ∨ χ) | ≤ |(ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) |を示す．µ = (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ)とおく．
補題 2.15を用いると ⊢ (ϕ ∨ ψ) → µである．補題 2.22とMPより {ϕ, ψ} ⊢ µと
なり，演繹定理から ⊢ ψ → (ϕ → µ)．同様にして ⊢ χ → (ϕ → µ)．これらと補題
2.19より ⊢ ψ ∨ χ → (ϕ → µ)で，演繹定理から {ϕ, ψ ∨ χ} ⊢ µ．したがって補題
2.20，補題 2.21より {ϕ ∧ (ψ ∨ χ)} ⊢ µを得る． □

命題 2.26. 分配束 Lにおいて，|¬ϕ|は |ϕ|の補元である．

証明. 補題 2.24より ⊢ ϕ∨¬ϕ，⊢ ¬(ϕ∧¬ϕ)を示せばよい．命題 1.9より ⊢ ¬ϕ→ ¬ϕ
だから ⊢ ϕ ∨ ¬ϕは成立する．

ϕ→ ¬¬ϕ (補題 2.17)
(ϕ→ ¬¬ϕ) → ¬¬(ϕ→ ¬¬ϕ) (補題 2.17)
¬¬(ϕ→ ¬¬ϕ) = ¬(ϕ ∧ ¬ϕ) (MP)

から ⊢ ¬(ϕ ∧ ¬ϕ)もわかる． □

以上より，Lはブール代数となることがわかる．

2.3 付値の空間

意味論的な立場をとると，命題論理に位相空間を見出せる．
2 = {0, 1} に離散位相を入れて、コンパクト Hausdorffな位相空間とする．P を
命題変数の集合とすると，チコノフの定理より 2を Pの元の数だけ直積した位相
空間 2P もコンパクトHausdorff空間となる．付値 v は，もともと写像 v : P → 2
のことであったから，vを 2P の元 (v(p))p∈P とみなすことで，付値全体と 2P とを
同一視する．
論理式 ϕ ∈ F に対して

Vϕ = {v ∈ 2P | v(ϕ) = 1}

とおく．つまりVϕは {ϕ} ⊂ Fのモデルの集合である．特にこれは空ではない．
Vϕは 2P の開集合となる．なぜならば，ϕ は命題変数を有限個しか含まないか
らその有限個の命題変数に対してどう真理値を定めれば良いかをだけを考えると，
Vϕ は積位相の開基の和集合として表せることがわかるからである．
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命題 2.27. ϕ, ψ ∈ F に対して

V¬ϕ = 2P ∖ Vϕ

Vϕ→ψ = V¬ϕ ∪ (Vϕ ∩ Vψ)

Vϕ∨ψ = Vϕ ∪ Vψ

Vϕ∧ψ = Vϕ ∩ Vψ

が成立．特に Vϕ は clopen．また，

⊢ ϕ→ ψ =⇒ Vϕ ⊂ Vψ

が成り立ち，これより写像 f : L → clop(2P) を f ( |ϕ|) = Vϕ と定めるとこれは
well-definedで，Lindenbaum代数 L から 2P の clopen集合全体のなすブール代
数へのブール準同型となる．

証明. 容易． □

完全性定理を使えば次のような同型が得られる．

定理 2.28. 上の f : L → clop(2P)　は全単射，したがって同型．

証明. |ϕ|, |ψ | ∈ L に対して Vϕ = Vψ とする．このとき，Vϕ∨¬ψ = Vψ ∪ V¬ψ = 2P と
なり，完全性定理より ⊢ ¬ψ ∨ ϕすなわち ⊢ ψ → ϕを得る．同様に ⊢ ϕ → ψ も得
られ，|ϕ| = |ψ |．よって f は単射．

V ⊂ 2P を任意の clopen集合とする．先の命題より，{Vϕ | ϕ ∈ F}は 2P の位相の
開基となるので，各 y ∈ V に対して y ∈ Vϕy ⊂ V なる ϕy ∈ Fが存在する．{Vϕy }y∈V
は V の開被覆で，V はコンパクト (コンパクト空間の閉集合はコンパクト)より，
有限部分被覆 Vϕ1,Vϕ2, . . . ,Vϕn がとれる．ϕ = ϕ1 ∨ ϕ2 ∨ · · · ∨ ϕn ∈ F とおけば，

f ( |ϕ|) = Vϕ1∨ϕ2∨···∨ϕn

= Vϕ1 ∪ Vϕ2 ∪ · · · ∪ Vϕn = V

となり，全射
よって f はブール同型． □

3 コンパクト性定理の証明

定理 (コンパクト性定理). 論理式からなる集合 Γ がモデルをもつ必要十分条件
は，その任意の有限部分集合がモデルをもつことである．
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証明. 十分性は明らか．必要性を示す．Γの任意の有限部分集合がモデルをもつと
する．付値の空間の閉集合族 {Vϕ | ϕ ∈ Γ} を考える．その中から有限個の閉集合
Vϕ1,Vϕ2, . . . ,Vϕn を取ってきたとき，集合 {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn}は Γ の有限部分集合だか
らモデルをもち，故に Vϕ1 ∩ Vϕ2 ∩ · · · ∩ Vϕn , ∅．したがって {Vϕ | ϕ ∈ Γ}は有限交
叉性をもち，付値の空間 2Pのコンパクト性から

∩
ϕ∈Γ

Vϕ , ∅．よって Γ はモデルを

もつ． □

証明では明示していないが，

Γ がモデルをもつ⇐⇒ ∃v ∈ 2P, ∀ϕ ∈ Γ, v(ϕ) = 1
⇐⇒ ∃v ∈ 2P, ∀ϕ ∈ Γ, v ∈ Vϕ

⇐⇒ ∃v ∈ 2P, v ∈
∩
ϕ∈Γ

Vϕ

⇐⇒
∩
ϕ∈Γ

Vϕ , ∅

⇐⇒ {Vϕ}ϕ∈Γ が交叉する

であり，同型 L � clop(2P) を通じてモデルの存在と閉集合の交叉性が対応して
いる．
すなわちコンパクト性定理とは，付値の空間がコンパクトであるということに
他ならない．

4 おわりに
論理には意味論と構文論という二つの立場があることを紹介した．意味論の立
場から付値の空間を得て，構文論の立場からLindenbaum代数を得たことを思い返
せば，これら二つの立場は論理の空間的側面と代数的側面であるといえる．意味
論と構文論の等価性を保証する健全性定理と完全性定理は，適当なクラスの空間
と代数との間にある種の同等性があることを示唆する．
完全性定理の帰結として 2.3節の同型が存在することがわかった．この同型は，
ストーンの表現定理の一例であり，これはブール代数の圏とストーン空間の圏と
の間の反変圏同値であるストーン双対性へと昇華する．二つの立場の等価性には
確かに，代数と幾何の間の双対性が裏に潜んでいたのである．
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